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Abstract
This paper is a posthume continuation of the papers by Professor A.H. Boers about duplication of
algebras, as drafted by Artibano Micali and Moussa Ouattara in collaboration with Nakelgbamba Boukary
Pilabre´. The aim of the paper is essentially to study the non commutative duplication of algebras. Conditions
are studied in which the duplicate algebra is flexible, Lie admissible or n-associative. Connections between
the dimensions of commutative and non commutative duplication of algebras are compared.
In the list of references in this paper, several items have been given, which are directly connected to
the subject of study. Moreover, for the interest of the reader, a (possible) complete list of publications of
A.H. Boers is added to the references, i.e. known up to and including 1995 as well as a note explicative.
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1. Pre´liminaires
Soient K un corps commutatif et A une K -alge`bre, c’est a` dire, A est un K -espace vectoriel
muni d’une application K -biline´aire A × A → A, (x, y) → xy ou` aucune hypothe`se sur la
commutativite´ ou l’associativite´ n’est impose´e. Sur le K -espace vectoriel A⊗K A on de´finit une
structure de K -alge`bre ou` la multiplication sur les ge´ne´rateurs est donne´e par (x ⊗ y)(x ′⊗ y′) =
xy ⊗ x ′y′ pour x, y, x ′, y′ parcourant A. Cette alge`bre est note´e DK ,nc(A) ou simplement
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Dnc(A) si le corps K est sous-entendu et on l’appelle la duplique´e non commutative de A.
Comme il y a signale´ dans [2], en ge´ne´ral la duplique´e d’une alge`bre commutative n’est pas
commutative, ainsi que la duplique´e d’une alge`bre associative n’est pas associative. Toutefois, la
duplique´e non commutative DK ,nc(A) d’une K -alge`bre associative A de dimension finie est
4-associative ([2], Section 2, The´ore`me 1), c’est a` dire, son 4-associateur {a1, a2, a3, a4} =
{a1a2, a3, a4} − {a1, a2a3, a4} + {a1, a2, a3a4} est nul ou` l’on note {a, b, c} = (ab)c − a(bc) le
3-associateur et ou` les e´le´ments e´crits ci-dessus sont dans l’alge`bre DK ,nc(A).
De meˆme, on peut de´finir sur le K -espace vectoriel S2K (A), la seconde puissance syme´trique
de A, une structure de K -alge`bre ou` la multiplication sur les ge´ne´rateurs de S2K (A) est donne´e
par (x ∨ y)(x ′ ∨ y′) = xy ∨ x ′y′ pour x, y, x ′, y′ parcourant A (le symbole ∨ de´signe le produit
syme´trique). On notera DK (A) cette alge`bre et on l’appelle la duplique´e commutative de A.
Si A est de dimension finie n, la duplique´e commutative DK (A) a dimension 12 n(n + 1) et la
duplique´e non commutative DK ,nc(A) a dimension n2. Il est clair que la commutativite´ de la
K -alge`bre DK (A) est e´vidente meˆme si l’alge`bre A n’est pas commutative alors qu’elle n’est en
ge´ne´ral pas associative meˆme si l’alge`bre A est associative [3]. Toutefois, si A est une K -alge`bre
associative de dimension finie alors l’alge`bre DK (A) est 4-associative ([2], Section 2, The´ore`me
1; la de´monstration est analogue a` celle donne´e pour DK ,nc(A)).
Si k ≥ 0 est un nombre entier, la k-ie`me duplique´e non commutative (resp. commutative) de
la K -alge`bre A est la K -alge`bre DkK ,nc(A) (resp. D
k
K (A)) de´finie inductivement par D
k
K ,nc(A)
= DK ,nc(Dk−1K ,nc(A)) (resp. DkK (A) = DK (Dk−1K (A))) pour tout entier k ≥ 1 ou` l’on pose
D0K ,nc(A) = A (resp. D0K (A) = A).
Lemme 1.1. Le foncteur DK ,nc (resp. DK ) est covariant de´fini dans la cate´gorie des K -alge`bres
a` valeurs dans celle des K -alge`bres (resp. K -alge`bres commutatives) et transforme surjection
en surjection.
Preuve. Cela re´sulte de la construction de ces foncteurs. 
Dans [9], paragraphe 7, Micali et Ouattara ont montre´ que le foncteur DK n’est pas pleinement
fide`le. Cela re´sulte du fait que pour deux K -alge`bres A et B, le fait que les duplique´es DK (A) et
DK (B) soient isomorphes n’entraıˆne ne´cessairement pas que les K -alge`bres A et B soient aussi
isomorphes.
The´ore`me 1.2 ([5], voir aussi [9], The´ore`me d’Etherington). L’application K -line´aire µ :
DK ,nc(A)→ A2 de´finie par x ⊗ y → xy (resp. µ : DK (A) −→ A2 de´finie par x ∨ y → xy) est
un morphisme surjectif de K -alge`bres. De plus, si NK ,nc(A) (resp. NK (A)) est le noyau de µ, il
existe un isomorphisme de K -alge`bres DK ,nc(A)/NK ,nc(A) ∼= A2 (resp. DK (A)/NK (A) ∼=
A2), NK ,nc(A)DK ,nc(A) = 0 et DK ,nc(A)NK ,nc(A) = 0 (resp. NK (A)DK (A) = 0 et
DK (A)NK (A) = 0). 
On peut, par la suite, donner un exemple ou` les notations DK ,nc(A) et DK (A) s’imposent
d’elles meˆmes. Si l’on veut, par exemple, de´montrer que pour une alge`bre re´elle l’alge`bre
complexifie´e de la duplique´e est la duplique´e de l’alge`bre complexifie´e ou encore, que si A est
une R-alge`bre, il existe des isomorphismes de C-alge`bres C⊗R DR,nc(A) ≈ DC,nc(C⊗R A) et
C⊗R DR(A) ≈ DC(C⊗R A), on voit que les notations mentionne´es jouent un roˆle central. Ces
isomorphismes de´coulent du lemme suivant.
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Lemme 1.3. Soient K un corps commutatif et K → K ′ une extension de corps. Pour toute
K -alge`bre A, il existe des isomorphismes de K ′-alge`bres K ′⊗K DK ,nc(A) ∼= DK ′,nc(K ′⊗K A)
et K ′⊗K DK (A) ∼= DK ′(K ′⊗K A) induits respectivement par les fle`ches 1 ⊗ (x ⊗ y) →
(1⊗ x)⊗ (1⊗ y) et 1⊗ (x ∨ y) → (1⊗ x) ∨ (1⊗ y) pour x et y parcourant A. 
Rappelons ici que si A est une K -alge`bre et K → K ′ une extension de corps, pour la structure
de K ′-module de K ′⊗K A on a λ′(µ′ ⊗ x) = λ′µ′ ⊗ x pour λ′ et µ′ parcourant K ′ et x
parcourant A et que pour la structure de K ′-alge`bre de K ′⊗K A, sa table de multiplication s’e´crit
(λ′ ⊗ x)(µ′ ⊗ y) = λ′µ′ ⊗ xy pour λ′ et µ′ parcourant K ′ et x et y parcourant A.
2. Alge`bres non associatives
Le but de ce paragraphe est de caracte´riser la duplique´e non commutative d’une alge`bre
appartenant a` une classe donne´e d’alge`bres. Pour cela rappelons quelques de´finitions. Une
alge`bre A est dite flexible ou e´lastique si elle ve´rifie (xy)x = x(yx). Une alge`bre A est dite
alternative si x2 y = x(xy) et yx2 = (yx)x , pour tout x et y dans A. Une alge`bre A est une
alge`bre de Lie si x2 = 0 et (xy)z + (yz)x + (zx)x = 0. Une alge`bre A est dite a` puissances
associatives si toute sous-alge`bre, engendre´e par un e´le´ment, est associative. Autrement dit
x i x j = x i+ j , pour tout x ∈ A (i, j = 1, 2, 3, . . .), ou` les x i sont de´finis inductivement en
posant x1 = x , x i+1 = xx i . Une alge`bre A est dite Lie-admissible si l’alge`bre A−, dont la
multiplication est donne´e par [x, y] = xy − yx sur le meˆme K -espace vectoriel A, est une
alge`bre de Lie.
Le the´ore`me suivant fait usage d’un lemme que voici.
Lemme 2.1. Soient K un corps commutatif, A une K -alge`bre de dimension finie et x, y, z des
e´le´ments de A tels que x ⊗ y = z ⊗ x avec x ≠ 0. Il existe alors une forme line´aire F : A → K
telle que z = y = F(y)x.
Preuve. Soit {e1, . . . , en} une base de A sur K et e´crivons x = ∑ni=1 αi ei , y = ∑nj=1 β j e j
et z = ∑nk=1 γkek avec les αi , β j et γk dans K . La condition x ⊗ y = z ⊗ x e´quivaut a`∑
1≤i, j≤n αiβ j ei ⊗ e j =
∑
1≤i,k≤n αiγkek ⊗ ei , ou encore, a` αiβ j = γiα j quels que soient i ,
j dans {1, . . . , n}. Puisque x ≠ 0, il existe un indice i0 tel que αi0 ≠ 0, d’ou` β j = α−1i0 γi0α j
et, de meˆme, γ j = α−1i0 βi0α j ce qui nous dit que βi0 = γi0 , soit β j = γ j ( j = 1, . . . , n). Ainsi
z = y = F(y)x , avec F(y) = α−1i0 βi0 . 
The´ore`me 2.2. Soient K un corps commutatif, A une K -alge`bre et DK ,nc(A) sa duplique´e
non commutative. Les conditions suivantes sont e´quivalentes: (i) DK ,nc(A) est une K -alge`bre
associative; (ii) DK ,nc(A) est une K -alge`bre alternative; (iii) DK ,nc(A) est une K -alge`bre
flexible; (iv) (A2)2 = 0 ou A2 est un ide´al de dimension un sur K .
Preuve. Il est e´vident que (i) H⇒ (ii) et (ii) H⇒ (iii). D’autre part, d’apre`s ([4], Theorem 3.2)
(i) ⇐⇒ (iv) et d’apre`s ([10], The´ore`me 1.2), (ii) ⇐⇒ (iv). Il suffira donc de montrer que
(iii) H⇒ (iv). En effet supposons que la K -alge`bre DK ,nc(A) soit flexible, c’est a` dire, que
X (Y X) = (XY )X quels que soient X et Y dans DK ,nc(A). Or, on sait que si µ(X) = x et
µ(Y ) = y, alors XY = x ⊗ y et donc (xy)⊗ x = x ⊗ (yx), soit, il existe une forme K -line´aire
F sur A2 telle que xy = yx = F(xy)x . De meˆme, (yx)⊗ y = y⊗ (xy) donc il existe une forme
K -line´aire G sur A2 telle que xy = yx = G(yx)y. Cela nous dit que x et y sont colline´aires
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quels que soient x et y dans A2. Ainsi, ou bien (A2)2 = 0 ou bien A2 est un ide´al de dimension
un sur K . 
Lemme 2.3. Si la K -alge`bre DK ,nc(A) est une alge`bre de Lie alors elle est une alge`bre de Lie
abe´lienne ou une ze´ro-alge`bre (alge`bre a` multiplication nulle).
Preuve. Puisque l’on a X2 = 0 pour tout X dans DK ,nc(A) alors x ⊗ x = 0 avec µ(X) = x ,
donc x = 0 pour tout x dans A2, c’est a` dire, A2 = 0. Comme XY = µ(X)⊗µ(Y ) pour X et Y
parcourant DK ,nc(A) et que µ = 0 ne´cessairement XY = 0. 
Ce lemme nous conforte a` examiner la Lie admissibilite´ de la K -alge`bre DK ,nc(A). Dans [1],
Benkart a e´tudie´ les alge`bres a` puissances associatives qui sont Lie admissibles. En fait, elle
les de´termine sous une condition plus faible, a` savoir, que ces alge`bres ve´rifient l’identite´ de la
puissance troisie`me, c’est a` dire, (xx)x = x(xx) ou encore, x2x = xx2 pour tout x dans A. Il est
clair que toute alge`bre flexible ve´rifie l’identite´ de la puissance troisie`me, la re´ciproque n’e´tant
pas vraie.
Exemple 2.4. Nous allons nous servir ici de la notion de S-alge`bre due a` Irving Kaplansky [7],
c’est a` dire, une alge`bre ou` tout sous-espace vectoriel est une sous-alge`bre. Les S-alge`bres ont
e´te´ caracte´rise´es par I. Kaplansky et parmi celles-la` il y a des T -alge`bres et des U -alge`bres. On
dira qu’une alge`bre A est une T -alge`bre si elle est engendre´e par un ide´al M de codimension 1
et un e´le´ment e, le tout ve´rifiant les conditions M2 = 0, e2 = (r + s)e, e multiplie M a` gauche
par r et a` droite par s ou` r et s sont des scalaires non tous nuls. Et on dira qu’une alge`bre A est
une U -alge`bre si A est engendre´e par un ide´al N de codimension 2 et des e´le´ments e et f , le
tout ve´rifiant les conditions N 2 = 0, e2 = e, f 2 = f , e f = e + f , f e = 0 ou` e est une unite´ a`
gauche et un annulateur a` droite pour N et f est une unite´ a` droite et un annulateur a` gauche pour
N . Il n’est pas trop difficile de montrer que toute T -alge`bre (resp. U -alge`bre) est une S-alge`bre
et re´ciproquement.
The´ore`me 2.5 ([7], Lemma (2.6)). Soit A une S-alge`bre de dimension ≥ 3 ve´rifiant A2 ≠ 0.
Alors A est, soit une T -alge`bre, soit une U-alge`bre. 
Ce bref et partiel re´sume´ de l’article de I. Kaplansky nous permet, aise´ment, de donner un
exemple d’une alge`bre ve´rifiant l’identite´ de la puissance troisie`me qui n’est pas flexible. Ainsi,
soit A une U -alge`bre et conside´rons le quotient A/N = ⟨e, f ⟩; ce quotient est une alge`bre
ve´rifiant l’identite´ de la puissance troisie`me mais elle n’est pas flexible car (e f )e = e et
e( f e) = 0.
Supposons donc que la duplique´e non commutative DK ,nc(A) d’une K -alge`bre A ve´rifie
l’identite´ de la puissance troisie`me, c’est a` dire, que X2 X = X X2 pour tout X dans DK ,nc(A).
Si l’on e´crit µ(X) = x alors x2 ⊗ x = x ⊗ x2 et d’apre`s le Lemme 2.1, x2 ∈ K x pour tout
x dans A. Cela nous montre que l’ide´al B = A2 de A est une S-alge`bre. Si, de plus, B est une
S-alge`bre non commutative de dimension n ≥ 3 et B2 ≠ 0, d’apre`s ([7], Lemma (2.6)), B est de
l’un des types suivants:
(I) B est une T -alge`bre engendre´e par un ide´al M , de codimension 1, et un e´le´ment e ou`
M2 = 0, e2 = (r + s)e, ev = rv, ve = sv, pour tout v ∈ M avec (r, s) ≠ 0;
(II) B est une U -alge`bre engendre´e par un ide´al N , de codimension 2, et des e´le´ments e et f ou`
N 2 = 0, e2 = e, f 2 = f , f e = 0, e f = e + f , ev = v, v f = v, ve = f v = 0 pour tout
v ∈ N .
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Il est clair que si DK ,nc(A) est Lie admissible, alors B = A2 est aussi Lie admissible. Examinons
les deux cas suivants:
1er cas. L’alge`bre B est du type (I). On a alors [e, v] = (r − s)v pour tout v dans M , les autres
produits e´tant nuls. On ve´rifie aise´ment que DK ,nc(A) n’est pas Lie admissible de`s que n ≥ 3.
En effet, soient X1, X2 et X3 dans DK ,nc(A) et xi = µ(X i ) dans B = A2 (i = 1, 2, 3). On a
[X1, X2] = X1 X2 − X2 X1 = x1 ⊗ x2 − x2 ⊗ x1 et le jacobien s’e´crit
J (X1, X2, X3) = x1 ⊗ [x2, x3] + x2 ⊗ [x3, x1] + x3 ⊗ [x1, x2]. (1)
Prenons les X i dans DK ,nc(A) tels que x1 = e, x2 = v1, x3 = v2 ou` v1 et v2 sont line´airement
inde´pendants. On a
J (X1, X2, X3) = e ⊗ [v1, v2] + v1 ⊗ [v2, e] + v2 ⊗ [e, v1]
= (s − r)v1 ⊗ v2 + (r − s)v2 ⊗ v1
= (r − s)[v2 ⊗ v1 − v1 ⊗ v2] ≠ 0
car on a suppose´ que l’alge`bre B est non commutative.
2e cas. L’alge`bre B est du type (II). On a alors [e, f ] = e+ f , [e, v] = v, [ f, v] = −v pour tout
v dans N , les autres produits e´tant nuls. On ve´rifie que B est Lie admissible. Soient X1, X2, X3
dans DK ,nc(A) tels que e = µ(X1), f = µ(X2), v = µ(X3). On a
J (X1, X2, X3) = e ⊗ [ f, v] + f ⊗ [v, e] + v ⊗ [e, f ]
= −e ⊗ v − f ⊗ v + v ⊗ e + v ⊗ f
= v ⊗ (e + f )− (e + f )⊗ v ≠ 0.
Donc, si n ≥ 3, DK ,nc(A) ne peut eˆtre Lie admissible. Ainsi dimK B = 2 et le the´ore`me suivant
s’en suit.
The´ore`me 2.6. Soient A une K -alge`bre de dimension finie et DK ,nc(A) sa duplique´e non
commutative. On suppose que l’ide´al B = A2 est une alge`bre non commutative de dimension n
et que DK ,nc(A) ve´rifie l’identite´ de la puissance troisie`me. Les conditions suivantes sont alors
e´quivalentes:
(a) DK ,nc(A) est Lie admissible;
(b) L’ide´al B = A2 est isomorphe a` l’une des deux alge`bres de dimension 2 suivantes:
(i) BT : e2 = (r + s)e, ee1 = re1, e1e = se1, e21 = 0, avec r ≠ s et (r, s) ≠ 0, ou` {e, e1} en
est une base;
(ii) BU : e2 = e, f 2 = f , e f = e + f , f e = 0. 
En ce qui concerne la duplique´e commutative, on rappelle qu’une K -alge`bre commutative A est
une alge`bre de Jordan si x2(yx) = (x2 y)x , que A est une alge`bre 3-Jordan si x3(yx) = (x3 y)x
et que A est une alge`bre de pseudo-composition s’il existe une forme K -biline´aire syme´trique
ϕ ≠ 0 telle que x3 = ϕ(x, x)x , tout cela pour x , y parcourant A. Toute alge`bre de pseudo-
composition est une alge`bre 3-Jordan et toute alge`bre de Jordan est e´galement 3-Jordan [6]. Le
re´sultat suivant est bien connu.
Proposition 2.7 ([10]). Soient A une K -alge`bre et DK (A) sa duplique´e commutative. Les
conditions suivantes sont e´quivalentes:
(i) DK (A) est une alge`bre a` puissances associatives;
(ii) DK (A) est une alge`bre de Jordan;
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(iii) la sous-alge`bre A2 de A est, soit une ze´ro-alge`bre, soit elle ve´rifie x2 = ω(x)x ou` ω :
A2 → K est un morphisme d’alge`bres (ω ≠ 0). 
Lemme 2.8. Soient A une K -alge`bre et DK (A) sa duplique´e commutative. Alors DK (A) est une
alge`bre 3-Jordan si, et seulement si, (x3 y) ∨ x = x3 ∨ (yx), pour tous x, y dans A2.
Preuve. Supposons que DK (A) soit une alge`bre 3-Jordan et soient X , Y dans DK (A). La
condition (X3Y )X = X3(Y X) entraıˆne µ(X3Y ) ∨ µ(X) = µ(X3) ∨ µ(Y X). Ainsi x3 y ∨ x =
x3 ∨ yx ou` x = µ(X), y = µ(Y ), car µ est un morphisme d’alge`bres. La re´ciproque vient du
fait que le morphisme µ est surjectif. 
Lemme 2.9. Pour une K -alge`bre A de dimension finie, les conditions suivantes sont e´quiva-
lentes pour deux vecteurs x et y dans A: (i) f (x) = 0 pour tout f dans A∗ = HomK (A, K )
(dual alge´brique du K -module A) entraıˆne f (y) = 0 pour tout f dans A∗; (ii) les vecteurs x et
y sont K -line´airement de´pendants.
Preuve. La condition (ii) H⇒ (i) e´tant triviale meˆme si l’alge`bre A n’est pas de dimension
finie, de´montrons que (i) H⇒ (ii). Supposons que les vecteurs x et y soient K -line´airement
inde´pendants et comple´tons e1 = x , e2 = y en une base {e1, e2, e3, . . . , en} de A sur K .
Notons {e′1, e′2, . . . , e′n} la base duale, base de A∗. Cette base ve´rifie les conditions e′i (e j ) = δi j
(i, j = 1, . . . , n) et, en particulier, cela nous fournit une forme line´aire e′2 qui satisfait les
conditions e′2(x) = 0 et e′2(y) = 1. 
The´ore`me 2.10. Soient K un corps commutatif, A une K -alge`bre commutative et DK (A) sa
duplique´e commutative. Les conditions suivantes sont e´quivalentes: (i) DK (A) est une alge`bre
3-Jordan; (ii) il existe une fonction homoge`ne g : A2 → K d’ordre 2 ve´rifiant la condition x3 =
g(x)x pour tout x dans A2.
Preuve. Notons, tout d’abord, que la forme K -biline´aire syme´trique A2 × A2 → K de´finie
par (x, y) → f (x) f (y), ou` f est une forme line´aire sur A2, induit une unique forme line´aire
F : S2K (A2)→ K ve´rifiant F(
∑
i xi ∨ yi ) =
∑
i f (xi ) f (yi ) (sommes finies).
Supposons que DK (A) soit une alge`bre 3-Jordan. D’apre`s le Lemme 2.8, (x3 y) ∨ x = x3 ∨
(yx) pour tous x , y dans A2. En particulier, en y faisant y = x2, on a (x3x2)∨ x = x3 ∨ x3 pour
tout x dans A2. Alors, pour toute forme line´aire f sur A2 on a f (x3) f (x3) = f (x3x2) f (x), en
appliquant F a` la relation ci-dessus. Puisque f (x) = 0 implique f (x3) = 0, pour toute forme
line´aire f sur A2, les vecteurs x et x3 sont colline´aires, ou encore x3 ∈ K x , c’est a` dire, il existe
une application g : A2 −→ K telle que x3 = g(x)x . Soit α un e´le´ment de K . Les e´galite´s
(αx)3 = g(αx)(αx) et α3x3 = αg(αx)x conduisent a` α3g(x) = αg(αx), soit α2g(x) = g(αx),
pour tout α ∈ K et pour tout x ∈ A2 tel que g(x) ≠ 0. L’ensemble de tels x e´tant dense dans A2
pour la topologie de Zariski, g(αx) = α2x pour tout α dans K et g est une fonction homoge`ne
d’ordre 2.
Re´ciproquement, puisque g(x)xy∨x = g(x)x∨ yx dans DK (A), on a (x3 y)∨x = x3∨(yx),
pour tous x , y dans A2 et cette relation nous dit que µ(X3Y ) ∨ µ(X) = µ(X3) ∨ µ(Y X), soit
(X3Y )X = X3(Y X), pour tout X , Y dans D(A). Donc D(A) est une alge`bre 3-Jordan. 
Exemple 2.11. Il est e´vident que toute alge`bre de pseudo-composition (voir [6,8]) d’e´quation
x3 = ϕ(x, x)x , ϕ ≠ 0 ve´rifie la condition (ii) du The´ore`me 2.10 avec g(x) = ϕ(x, x) pour
tout x .
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3. Duplique´e et n-associativite´
Un anneau A est dit n-associatif, pour tout entier n ≥ 3, si le n-associateur {a1, . . . , an}
s’annule pour tout ai ∈ A ou`
{a1, a2, . . . , an} =
n−1
k=1
(−1)k−1{a1, . . . , akak+1, . . . , an} (n ≥ 4)
et {a1, a2, a3} = (a1a2)a3−a1(a2a3). Puisque tout anneau n-associatif est (n+ k)-associatif, on
introduit la notion de n-associativite´ stricte.
Un anneau A est dit strictement n-associatif si A est n-associatif et il existe un (n − 1)-
associateur non nul. Le n-associateur a les proprie´te´s suivantes (cf. [B1] et [B18]):
{a1, a2, . . . , an} =
n−1
k=2
{a1, a2, . . . , {ak−1, ak, ak+1}, . . . , an} pour n ≥ 4;
{a1, a2, . . . , a2n} =
n−1
k=0

n − 1
k

{a1, . . . , a2n−2k−1}{a2n−2k, . . . , a2n} pour n ≥ 2;
{a1, a2, . . . , a2n+1} =
n−1
k=0

n − 1
k

[{a1, . . . , a2n−2k}{a2n−2k+1, . . . , a2n+1}
− {a1, . . . , a2n−2k−1}{a2n−2k, . . . , a2n+1}] pour n ≥ 1.
Dans [4] (ou [B21]), Theorem 6.3, il a de´montre´ qu’une alge`bre strictement n-associative
A (n ≥ 3) a une duplique´e DK ,nc(A) strictement k-associative ou` k est un entier ve´rifiant
3 ≤ k ≤ 2n − 1 quand n est pair et 3 ≤ k ≤ 2n − 2 quand n est impair. Nous montrons
que si la sous-alge`bre A2 est strictement n-associative, sa duplique´e DK ,nc(A) est strictement
k-associative ou` k = 2n − 1 quand n est pair (The´ore`me 3.3) et k ∈ {2n − 3, 2n − 2} quand
n(= 2p + 1) est impair (The´ore`me 3.4).
Dans ce paragraphe on suppose que dimK A2 = m ≥ 2. Pour les premie`res valeurs de n, on a
les propositions suivantes.
Proposition 3.1. La duplique´e DK ,nc(A) est strictement 4-associative si, et seulement si,
l’alge`bre A2 est associative, non ze´ro-alge`bre.
La Proposition 3.1 de´coule du The´ore`me 2.2.
Proposition 3.2. En caracte´ristique diffe´rente de 2 et 3, il n’existe pas d’alge`bre dont la dupli-
que´e DK ,nc(A) soit strictement 5 ou 6-associative.
Preuve. Puisque toute alge`bre 5-associative est 6-associative, supposons que DK ,nc(A) soit
6-associative. Alors DK ,nc(A) est 10-associative et on a
0 = {X1, . . . , X10} =

5− 1
2

{X1, . . . , X5}{X6, . . . , X10}
= 6{x1, . . . , x5} ⊗ {x6, . . . , x10}
en particulier, {x1, . . . , x5} ⊗ {x1, . . . , x5} = 0, soit {x1, . . . , x5} = 0 quels que soient xi dans
A2. Donc A2 est 5-associative et {X1, . . . , X5} ∈ NK ,nc(A). On a aussi 0 = {X1, . . . , X6} =
2{X1, X2, X3}{X4, X5, X6} = 2{x1, x2, x3} ⊗ {x4, x5, x6} et par suite {x1, x2, x3} = 0. Ainsi A2
est 3-associative. Dans ce cas DK ,nc(A) est en fait 4-associative. 
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The´ore`me 3.3. Soient K un corps commutatif de caracte´ristique nulle, A une alge`bre et n =
2p ≥ 3 un entier pair. Les conditions suivantes sont e´quivalentes:
(i) la duplique´e DK ,nc(A) est strictement (2n − 1)-associative;
(ii) la sous-alge`bre A2 de A est strictement n-associative.
Preuve. (ii) ⇒ (i). On sait que si A2 est n-associative, alors DK ,nc(A) est (2n − 1)-associative.
Puisque {x1, . . . , xn} = 0 dans A2 entraıˆne {X1, . . . , Xn} ⊆ NK ,nc(A), on a
{X1, . . . , X2n−2} =
n−2
k=0

n − 2
k

{X1, . . . , X2n−2k−3}{X2n−2k−2, . . . , X2n−2}
=

n − 2
p − 1

{X1, . . . , Xn−1}{Xn, . . . , X2n−2}
=

n − 2
p − 1

{x1, . . . , xn−1} ⊗ {xn, . . . , x2n−2}.
Ainsi, si A2 est strictement n-associative, {x1, . . . , xn−1} ≠ 0 et DK ,nc(A) est strictement
(2n − 1)-associative.
(i)⇒ (ii). Supposons que DK ,nc(A) soit (4p−1)-associative. Alors DK ,nc(A) est m-associative,
pour tout m ≥ n = 4p − 1. On a
0 = {X1, . . . , X2(n−2)} =

n − 3
2p − 2

{X1, . . . , Xn−2}{Xn−1, . . . , X2(n−2)}
=

n − 3
2p − 2

{x1, . . . , xn−2} ⊗ {xn−1, . . . , x2(n−2)},
par suite {x1, . . . , xn−2} = 0, c’est a` dire, A2 est (n − 2)-associative. De proche en proche, on a
0 = {X1, . . . , X2(n−2ℓ)} =

n − 2ℓ− 1
2p − ℓ− 1

{x1, . . . , xn−2ℓ} ⊗ {xn−2ℓ+1, . . . , x2(n−2ℓ)}.
Ce qui implique que {x1, . . . , xn−2ℓ} = 0, donc A2 est (n − 2ℓ)-associative ou` l’entier ℓ est
tel que 2(n − 2ℓ) ≥ n, ou encore ℓ ≤ p − 1. Alors {x1, . . . , x2p+1} = 0, c’est a` dire, A2 est
(2p + 1)-associative. Enfin,
0 = {X1, . . . , X4p−1} =

2p − 2
p − 1

[{X1, . . . , X2p}{X2p+1, . . . , X4p−1}
− {X1, . . . , X2p−1}{X2p, . . . , X4p−1}]
=

2p − 2
p − 1

[{x1, . . . , x2p} ⊗ {x2p+1, . . . , x4p−1}
− {x1, . . . , x2p−1} ⊗ {x2p, . . . , x4p−1}].
Donc {x1, . . . , x2p}⊗{x2p+1, . . . , x4p−1} = {x1, . . . , x2p−1}⊗{x2p, . . . , x4p−1} quels que soient
les xi dans A2. En particulier,
{x1, . . . , x2p} ⊗ {x1, . . . , x2p−1} = {x1, . . . , x2p−1} ⊗ {x2p, x1, . . . , x2p−1}
et par suite {x1, . . . , x2p} = {x2p, x1, . . . , x2p−1} = λ{x1, . . . , x2p−1},
(voir Lemme 2.1.) ou` λ = λ(x1, . . . , x2p) ∈ K . Ainsi A2 est, soit strictement (2p)-associative,
soit strictement (2p + 1)-associative ve´rifiant, dans ce dernier cas,
{x1, . . . , x2p} = {x2p, x1, . . . , x2p−1} = λ{x1, . . . , x2p−1}, pour tout xi dans A2. 
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The´ore`me 3.4. Soient K un corps commutatif de caracte´ristique nulle, A une alge`bre et n =
2p + 1 ≥ 3 un entier impair. Les conditions suivantes sont e´quivalentes:
(a) la sous-alge`bre A2 est strictement n-associative;
(b) la duplique´e ve´rifie l’une des deux conditions ci-dessous:
(i) DK ,nc(A) est strictement (2n − 2)-associative;
(ii) DK ,nc(A) est strictement (2n − 3)-associative et A2 ve´rifie
{x1, . . . , xn−2, xn−1} = λ{x1, . . . , xn−2} (λ ∈ K ).
Preuve. (a) ⇒ (b). On sait que si A2 est n-associative, alors DK ,nc(A) est (2n − 2)-associative.
Puisque {x1, . . . , xn} = 0 dans A2, alors {X1, . . . , Xn} ⊆ NK ,nc(A) et on a
{X1, . . . , X2n−3} =
n−3
k=0

n − 3
k

[{X1, . . . , X2n−2k−4}{X2n−2k−3, . . . , X2n−3}
− {X1, . . . , X2n−2k−5}{X2n−2k−4, . . . , X2n−3}]
=

n − 3
p − 1

[{x1, . . . , xn−1} ⊗ {xn, . . . , x2n−3}
− {x1, . . . , xn−2} ⊗ {xn−1, . . . , x2n−3}].
Ainsi, si DK ,nc(A) est strictement (2n−2)-associative, c’est fini. Sinon DK ,nc(A) est strictement
(2n − 3)-associative et on a
{x1, . . . , xn−1} ⊗ {xn, . . . , x2n−3} = {x1, . . . , xn−2} ⊗ {xn−1, . . . , x2n−3}
et, en particulier,
{x1, . . . , xn−1} = {xn−1, x1, . . . , xn−2} = λ{x1, . . . , xn−2}
et aussi {xn−1, . . . , x2n−3} = γ {xn, . . . , x2n−3}.
(b) ⇒ (a). Supposons que DK ,nc(A) est (4p)-associative. Alors DK ,nc(A) est m-associative,
pour tout m ≥ n = 4p. On a
0 = {X1, . . . , X2(n−1)} =

n − 2
2p − 1

{X1, . . . , Xn−1}{Xn, . . . , X2(n−1)}
=

n − 2
2p − 1

{x1, . . . , xn−1} ⊗ {xn, . . . , x2(n−1)},
par suite {x1, . . . , xn−1} = 0, c’est a` dire, A2 est (n − 1)-associative. De proche en proche, on a
0 = {X1, . . . , X2(n−(2ℓ+1))} =

n − 2(ℓ+ 1)
2p − (ℓ+ 1)

{x1, . . . , xn−(2ℓ+1)}
⊗ {xn−2ℓ, . . . , x2(n−(2ℓ+1))},
qui implique que {x1, . . . , xn−(2ℓ+1)} = 0, donc A2 est (n − (2ℓ + 1))-associative ou` l’entier ℓ
est tel que 2(n− (2ℓ+1)) ≥ n, ou encore ℓ ≤ p−1. Alors {x1, . . . , x2p+1} = 0, d’ou` A2 re´sulte
eˆtre (2p + 1)-associative. Enfin
{X1, . . . , X4p−1} =

2p − 2
p − 1

[{X1, . . . , X2p}{X2p+1, . . . , X4p−1}
− {X1, . . . , X2p−1}{X2p, . . . , X4p−1}]
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=

2p − 2
p − 1

[{x1, . . . , x2p} ⊗ {x2p+1, . . . , x4p−1}
− {x1, . . . , x2p−1} ⊗ {x2p, . . . , x4p−1}].
Si DK ,nc(A) est strictement (4p)-associative, A2 est aussi strictement (2p+1)-associative. Sinon
{x1, . . . , x2p} = {x2p, x1, . . . , x2p−1} = λ{x1, . . . , x2p−1},
ou` λ = λ(x1, . . . , x2p) ∈ K , et DK ,nc(A) est strictement (4p − 1)-associative. 
Corollaire 3.5. Si la duplique´e DK ,nc(A) est strictement 7-associative, alors l’alge`bre A2 ve´rifie
l’une des deux conditions suivantes:
(i) A2 est strictement 4-associative;
(ii) A2 est strictement 5-associative satisfaisant {x1, x2, x3, x4} = λ{x1, x2, x3} (λ ∈ K ).
Le second cas est illustre´ par l’exemple suivant.
Exemple 3.6 ([4, Example (e)]). Soit A une K -alge`bre de dimension 2 dont la table de
multiplication dans la base {a, b} est donne´e par a2 = a + b, ab = b, ba = b2 = 0. Si
p = (p1, p2), q = (q1, q2), r = (r1, r2), s = (s1, s2), t = (t1, t2) sont des e´le´ments de A,
alors {p, q, r} = (0,−p1q1r1) et {p, q, r, s} = (0,−p1q1r1s1) = s1{p, q, r}. Par conse´quent
A = A2 n’est pas 4-associative. Mais A est 5-associative, donc A est strictement 5-associative.
Tout 5-associateur dans DK ,nc(A) est du type λb⊗ b et par conse´quent chaque 7-associateur est
nul dans DK ,nc(A). Comme {a⊗a, a⊗a, a⊗a, a⊗a, a⊗a, a⊗a} = 2(b⊗b) ≠ 0, DK ,nc(A)
n’est pas 6-associative. En conse´quence DK ,nc(A) est strictement 7-associative.
4. Sur le noyau de DkK,nc(A) DkK (A)
Soient K un corps commutatif et A une K -alge`bre. Par re´currence sur k, on voit que le
morphisme naturel DkK ,nc(A) → DkK (A) est surjectif et nous nous interrogions sur la taille
du noyau que nous noterons I kK (A), pour tout entier k ≥ 1.
The´ore`me 4.1. Soit A une K -alge`bre de dimension finie n. Il existe alors un polynoˆme Qk(n)
de degre´ 2k − 1 en la variable n et dont les coefficients sont des nombres entiers et tel que
dimK (I kK (A)) = 122k−1 nQk(n) pour tout entier k ≥ 1.
Preuve. On peut e´crire DkK (A) ≈ DkK ,nc(A)/I kK (A), isomorphisme de K -alge`bres, donc dimK
(I kK (A)) = dimK (DkK ,nc(A)) − dimK (DkK (A)). D’autre part, on sait qu’il existe un polynoˆme
Pk(n) en la variable n dont les coefficients sont des entiers positifs de degre´ 2k − 2 tel que
dimK (DkK (A)) = 122k−1 n(n + 1)Pk(n) pour tout entier k ≥ 1 (cf. [11], theorem 3.2.4). La
formule d’induction qui donne les polynoˆmes Pk(n) s’e´crit
Pk+1(n) = Pk(n)(n(n + 1)Pk(n)+ 22k−1)
pour tout entier k ≥ 1 ou` les premie`res valeurs des Pk(n) sont:
P1(n) = 1 de degre´ 21 − 2 = 0
P2(n) = n2 + n + 2 de degre´ 22 − 2 = 2,
P3(n) = P2(n)(n2 − n + 2)(n2 + 3n + 4) de degre´ 23 − 2 = 6,
P4(n) = P3(n)(n(n + 1)P3(n)+ 128) de degre´ 24 − 2 = 14.
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On peut donc e´crire
dim
K
(I kK (A)) = n2
k − 1
22k−1
n(n + 1)Pk(n) ou encore,
dim
K
(I kK (A)) =
1
22k−1
n((2n)2
k−1 − (n + 1)Pk(n)).
Si l’on pose Qk(n) = (2n)2k−1− (n+1)Pk(n), on a la formule annonce´e. Les premie`res valeurs
des polynoˆmes Qk(n) sont les suivantes:
Q1(n) = n − 1 de degre´ 21 − 1 = 1
Q2(n) = 7n3 − 2n2 − 3n − 2 de degre´ 22 − 1 = 3,
Q3(n) = (2n)7 − (n + 1)P3(n) de degre´ 23 − 1 = 7
Q4(n) = (2n)15 − (n + 1)P4(n) de degre´ 24 − 1 = 15.
La formule d’induction qui donne les polynoˆmes Qk(n) s’e´crit
Qk+1(n) = (2n)2k+1−1 − n((2n)2k−1 − Qk(n))2 − 22k−1((2n)2k−1 − Qk(n)).
En fait, a` partir de la formule Qk(n) = (2n)2k−1 − (n + 1)Pk(n), on a
Qk+1(n) = (2n)2k+1−1 − (n + 1)Pk+1(n)
et il suffit de remplacer Pk+1(n) donne´ par sa formule d’induction pour obtenir la formule ci-
dessus pour Qk+1(n). 
Exemple 4.2. Pour k = 1 et pour la dimension n de A, on a dimK (I 1K (A)) = 12 nQ1(n) =
1
2 n(n − 1). Pour k = 2 et pour la dimension n de A on a dimK (I 2K (A)) = 18 nQ2(n) =
1
8 n(7n
3 − 2n2 − 3n − 2). Si l’on veut prolonger la formule
dimK (I kK (A)) =
1
22k−1
nQk(n)
pour k = 0, il faudrait e´crire Q0(n) = 0 donc Q0(n) = 1 − (n + 1)P0(n) = 0, mais alors
P0(n) = 1n+1 ne serait plus un polynoˆme.
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Note explicative par A. Micali, M. Ouattara et N.B. Pilabre´
Le Professeur Arie Hendrik Boers est de´ce´de´ le 21 mai 2006 a` l’aˆge de 84 ans. Nous avons
e´te´ informe´s de sa disparition par une lettre de son fils Christiaan Boers a` l’un d’entre nous
(A. Micali) date´e du 23 juin 2006. Notre re´ponse a` cette lettre est date´e 7 juillet de la meˆme
anne´e. On y mentionne les manuscrits laisse´s par le Professeur Boers consigne´s dans un ensemble
de petits cahiers de diffe´rentes e´poques, au vue meˆme du vieillissement de chaque cahier.
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Le Professeur Boers n’utilisait jamais l’informatique dans ses recherches mais e´crivait toujours
dans de simples exercice-books, ou note-books. Ce sont ces note-books, au nombre de 22, que
nous avons essaye´ de parcourir pour l’e´criture de cet article. Le parcours n’est pas toujours aise´
car le plus souvent ses textes sont e´crits en langue ne´erlandaise, une langue qui n’est pas celle
des re´dacteurs de l’article.
Nous allons mettre l’accent, dans cette note explicative, sur deux contributions majeures dues
au Professeur Boers. La premie`re c’est l’e´tude de la duplique´e d’une alge`bre et la seconde est
celle de n-associateur d’une alge`bre. Bien que la notion de duplique´e d’une alge`bre ait e´te´ de´finie
par Etherington au de´but des anne´es 40 (cf. [5]) motive´e pour des raisons de la Ge´ne´tique des
Populations, la contribution du Professeur Boers dans cette direction, a` partir des anne´es 80, a
e´te´ essentielle pour une meilleure connaissance de ces objets de´finis par Etherington. Comme il
s’agit d’alge`bres nonassociatives, c’est a` dire, d’alge`bres ou` le 3-associateur n’est pas nul, il est
naturel de se questionner sur l’existence d’une notion plus ge´ne´rale d’alge`bre associative, alge`bre
ou` le 3-associateur est nul. De la` la notion de n-associateur introduite par Boers (n ≥ 2 est un
nombre entier) a` partir de laquelle on peut de´finir la notion d’anneau ou d’alge`bre n-associative.
Ces ide´es sont spe´cialement explore´es au paragraphe 3.
Pour des raisons que nous ne connaissons pas, le Professeur Boers s’est toujours inte´resse´
a` l’e´tude de la duplique´e noncommutative alors que les re´dacteurs de cet article se sont plutoˆt
penche´s pour la duplique´e commutative. Dans le paragraphe 4 nous comparons les dimensions de
ces deux duplique´es, dimensions tre`s grandes qui s’expriment a` l’aide de fonctions polynoˆmiales.
Rappelons encore certaines notions utilise´es dans notre texte et qui peuvent aider le lecteur
non spe´cialiste en la matie`re. On dit qu’une alge`bre A ve´rifie l’identite´ de la puissance troisie`me
si x2x = xx2, pour tout x dans A, que A est une alge`bre flexible ou e´lastique si (xy)x = x(yx),
quels que soient x , y dans A, que A est une alge`bre alternative si x(xy) = x2 y et (xy)y = xy2,
quels que soient x, y dans A et que A est une alge`bre associative si (xy)z = x(yz) pour
x , y, z parcourant A. D’apre`s ces de´finitions, il est clair que toute alge`bre associative est
alternative, que toute alge`bre alternative est flexible et que toute alge`bre flexible ve´rifie l’identite´
de la puissance troisie`me. Des contre-exemples sont bien connus dans les sens identite´ de la
puissance troisie`me vers flexible, flexible vers alternative et alternative vers associative. De`s
lors, l’associateur de A ou le 3-associateur qui est l’application triline´aire A × A × A → A
de´finie par (x, y, z) → {x, y, z} = (xy)z − x(yz) va jouer un roˆle tre`s important dans la suite
du papier. Boers ge´ne´ralise cette notion avec la notion de n-associateur qui est l’application
multiline´aire An → A (on pose An = A × A × · · · × A, n fois) de´finie par (x1, . . . , xn) →
{x1, . . . , xn} = ∑n−1k=1(−1)k−1{x1, . . . , xk−1, xk xk+1, xk+2, . . . , xn} et une alge`bre est dite n-
associative si son n associateur est nul. Remarquons encore, dans la de´finition ci-dessus, que
{x1, x2, x3} = (x1x2)x3 − x1(x2x3) si l’on pose {x1, x2} = x1x2. Ainsi, compte tenue de ces
remarques, on peut toujours supposer, dans la de´finition de n-associateur, que n est un entier
≥ 3. Cette notion de n-associative est une notion tre`s importante et tre`s puissante qui permet de
fouiller dans une alge`bre a` la recherche d’une possible n-associativite´ pour un n convenable.
En conclusion nous voudrions dire que la re´daction de ce papier a e´te´, pour nous, un vrai
travail de recherche sur lequel nous avons investi quatre ans. Et nous sommes gre´ a` notre regrette´
ami Arie de nous avoir donne´ la chance de collaborer avec lui.
Artibano Micali
Universite´ Montpellier II,
34095 Montpellier Cedex 05, France
E-mail: micali@math.univ-montp2.fr.
68 A.H. Boers / Indagationes Mathematicae 22 (2011) 55–68
Moussa Ouattara
Universite´ de Ouagadougou,
03 BP 7021 Ouagadougou 03, Burkina Faso
E-mail: ouatt.mouss@univ-ouaga.bf.
Nakelgbamba Boukary Pilabre´
Universite´ de Ouagadougou,
03 BP 7021 Ouagadougou 03, Burkina Faso
E-mail: pilabre@univ-ouaga.bf.
